
Proposta de resolução do Exame Nacional de Matemática A – 2017 (1.a fase)
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GRUPO I (Versão 1)

1. Pretende-se determinar quantos números naturais de quatro algarismos, múltiplos de 5, se podem
formar com os algarismos de 1 a 9.

Nestas condições, só existe uma possibilidade para o último algarismo: ser igual a 5. E existem nove
possibilidades para cada um dos três primeiros algarismos.

9 ¥ 9 ¥ 9 ¥ 1 = 729

Logo, existem 729 números nas condições pedidas.

Opção (A)

2. Consideremos os acontecimentos:

V: “ter olhos verdes”                                    M: “ser do sexo masculino”

Sabe-se que:

P(V ∩ M) = 

e P(V | M) = , isto é, = ⇔ = P(M) ⇔ P(M) = 

Logo, como a turma tem 20 alunos, o número de rapazes da turma é dado por ¥ 20 = 8.   

Opção (B)

3. Por observação do gráfico da figura sabemos que o gráfico de f tem concavidade voltada para
baixo em ]–∞, 0[ e tem concavidade voltada para cima em ]0, +∞[. Então, vem que:

f ”(1) > 0, f ”(2) > 0, f ”(–2) < 0 e f ”(–1) < 0

Logo, f ”(1) + f ”(2) > 0 por se tratar da soma de dois números reais positivos.

f ”(–2) + f ”(–1) < 0 por se tratar da soma de dois números reais negativos.

f ”(–1) ¥ f ”(–2) > 0 por se tratar do produto de dois números reais negativos.

f ”(1) ¥ f ”(2) > 0 por se tratar do produto de dois números reais positivos.

Assim, a única afirmação verdadeira é f ”(1) ¥ f ”(2) > 0.

Opção (D)
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4. Como a reta de equação y = –x é assíntota oblíqua ao gráfico de f e ao gráfico de g quando xÆ +∞
(pois Df = R+ e Dg = R+), concluímos que:

= –1  e  f(x) = –∞ 

= –1  e  g(x) = –∞ 

Então, tem-se que:

= ¥ g(x) = 

= ¥ g(x) =

= –1 ¥ (–∞) = +∞  

Opção (A)

5. Consideremos a função g definida por g(x) = tg x de domínio R\ x: x = + kp, k ∈Z e a respetiva
representação gráfica.

tg – = –1

tg = 1

tg = –1

tg = 1

Seja g1 a restrição de g ao conjunto – , . Então, o contradomínio de g1 é igual a ]–1, 1[.

Seja g2 a restrição de g ao conjunto , . Então, o contradomínio de g2 é igual a ]–1, +∞[.

Seja g3 a restrição de g ao conjunto , . Então, o contradomínio de g3 é igual a ]–∞, –1[.

Seja g4 a restrição de g ao conjunto , . Então, o contradomínio de g4 é igual a ]1, +∞[.

Logo, dos conjuntos apresentados apenas , pode ser o conjunto A.   

Opção (B)
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6. Seja r uma reta de inclinação a. Então, o seu declive é igual a tg a.

Sabe-se que cos a = – , logo, atendendo a que 1 + tg2a = vem que 1 + tg2a = 

⇔ 1 + tg2a = ⇔ 1 + tg2a = 5 ⇔ tg2a = 4 ⇔ tg a = ±2

Sabe-se, também, que a inclinação de uma reta é um valor entre 0 rad e p rad e, atendendo a que 

cos a < 0, concluímos que a∈ , p . Logo, tg a = –2 pois a∈2.º Q.  

Assim, a única equação que pode ser equação reduzida da reta r é y = –2x.

Opção (C)

7. No plano complexo, a condição ≤ arg(z) ≤ ∧ Im(z) ≥ –1 define o triângulo representado na

figura abaixo.

Atriângulo = 

Atriângulo = = 1

Opção (D)

8. Como u21 = –1, u22 = 1 e u23 = –1, então (un) não é monótona.

Averiguemos se (un) é limitada:

• se n ≤ 20                    1 ≤ un ≤ 20     

• se n > 20                  –1 ≤ un ≤ 1   

Logo, (un) é limitada.

Opção (C)
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GRUPO II

1. z1 = = = = = = = = =

= 2 + i

z2 = –3k cis = – 3k(–i) = 3ki

1.º Processo

Sejam A e B as imagens geométricas de z1 e z2, respetivamente. Assim, A(2, 1) e B(0, 3k).

Então,  

A–B = √∫5 ⇔ √∫(∫2∫ ∫–∫ ∫0∫)∫2 ∫ ∫+∫ ∫(∫1∫ ∫–∫ ∫3∫k∫)2 = √∫5 

⇔ (2 – 0)2 + (1 – 3k)2 = 5 

⇔ 4 + (1 – 3k)2 = 5 

⇔ (1 – 3k)2 = 1

⇔ 1 – 3k = 1  ∨ 1 – 3k = –1 

⇔ k = 0  ∨ k = 

Como k ∈R+, então k = .

2.º Processo

A distância entre a imagem geométrica de z1 e a imagem geométrica de z2 é igual a |z1 – z2|. Assim,

|z1 – z2| = √∫5 ⇔ |2 + i – 3ki| = √∫5 

⇔ |2 + (1 – 3k)i| = √∫5 

⇔ √∫2∫2 ∫ ∫+∫ ∫(∫1∫ ∫–∫ ∫3∫k∫)2 = √∫5 

⇔ 22 + (1 – 3k)2 = 5

⇔ 4 + (1 – 3k)2 = 5 

⇔ (1 – 3k)2 = 1 

⇔ 1 – 3k = 1  ∨ 1 – 3k = –1 

⇔ k = 0  ∨ k = 

Como k ∈R+, então k = .

2. 2.1. Verifica-se que T(0, 0, 3) e, como T ’ é o simétrico de T relativamente à origem do referencial,
então T ’(0, 0, –3).

Assim, a superfície esférica de diâmetro [T T ’] tem como centro a origem do referencial e raio
igual a O–T = 3.

Logo, x2 + y2 + z2 = 9 é uma equação da superfície esférica pedida.
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2.2. 1.º Processo

Sabe-se que os vetores U≥P e R≥S têm sentidos opostos. Logo, U≥P ˆ R≥S = 180º.

U≥P . R≥S = || U≥P || ¥ || R≥S || ¥ cos(U≥P ˆ R≥S) = 3 ¥ 3 ¥ cos(180º) =

= 3 ¥ 3 ¥ (–1) = –9  

2.º Processo

Sabe-se que U≥P = T≥O = (0, 0, –3) e R≥S = O≥T = (0, 0, 3).

U≥P . R≥S = (0, 0, –3) . (0, 0, 3) = –9

2.3. Sabe-se que T(0, 0, 3) e, como Q pertence ao eixo Oy, então é do tipo Q(0, b, 0), com b ∈R.

Dado que Q pertence ao plano PQV definido por x + y = 2, então 0 + b = 2 ⇔ b = 2.

Donde se conclui que Q(0, 2, 0).

Tem-se que T≥Q = Q – T = (0, 2, 0) – (0, 0, 3) = (0, 2, –3).

Logo, x = 0  ∧ = é uma condição cartesiana que define a reta TQ.

2.4. 1.º Processo

O número de casos possíveis é 8C3.

O número de casos favoráveis é 6 ¥ 4C3, pois existem seis planos perpendiculares a xOy (os
quatro planos que contêm as faces laterais do prisma e os planos TVQ e USR) e cada um destes
seis planos contém quatro vértices do prisma.

Logo, a probabilidade pedida é = .

2.º Processo

O número de casos possíveis é 8A3.

O número de casos favoráveis é 6 ¥ 4A3.

Logo, a probabilidade pedida é = .

3. P(∫A ∪ B) representa a probabilidade de, ao retirar uma bola do saco, sair uma bola com um número
maior do que seis ou sair uma bola com um número par.

A expressão pedida pode ser obtida pelos seguintes processos.

1.º Processo

Tem-se que P(∫A ∪ B) = 1 – P(A ∩ ∫B).

P(A ∩ ∫B) representa a probabilidade de, ao retirar uma bola do saco, sair uma bola com um número

inferior ou igual a seis e ímpar. 

y
2

z – 3
–3

3
7

6 ¥ 4C3
8C3

6 ¥ 4A3
8A3

3
7

5© Edições ASA, Matemática A, 2017



Logo, P(A ∩ ∫B) = .

Donde se conclui que P(∫A ∪ B) = 1 – = .

2.º Processo

Tem-se que P(∫A ∪ B) = P(∫A) + P(B) – P(∫A ∩ B)

Como P(∫A) = , P(B) = e P(∫A ∩ B) = , então P(∫A ∪ B) = + – 

= + – + 

= 

3.º Processo

O número de casos favoráveis ao acontecimento ∫A ∪ B: “o número da bola retirada é superior a 6
ou o número da bola retirada é par” é igual a n – 3, pois apenas existem três bolas numeradas com
número ímpar inferior ou igual a 6: as bolas numeradas com 1, 3 e 5.

O número de casos possíveis é igual a n.

Logo, P(∫A ∪ B) = .

4. 4.1. √∫(∫f∫(∫0∫)∫)∫2 ∫ ∫+∫ ∫x∫2 = 2 ⇔ (f(0))2 + x2 = 4, pois (f(0))2 + x2 > 0, ∀ x ∈[0, 7].

⇔ (9 – 2,5 (e + e–1))2 + x2 = 4   

⇔ 9 – 2,5 e + 
2

+ x2 = 4

⇔ x2 = 4 – 9 – 2,5 e + 
2

⇔ x = ± √ ∫4 – 9 – 2, ∫5 e ∫+ 
2

Como x > 0, então x = √ ∫4 – 9 – 2, ∫5 e ∫+ 
2

Tem-se que x ≈ 1,5

Note-se que P(0, f(0)) e S(x, 0). Então, √∫(∫f∫(∫0∫)∫)∫2 ∫ ∫+∫ ∫x∫2 = 2 ⇔ √∫(∫f∫(∫0∫)∫)∫ ∫–∫ ∫0∫)∫2 ∫ ∫+∫ ∫(∫0∫ ∫–∫ ∫x∫)2 = 2 ⇔ P–S = 2

Logo, na secção representada, 1,5 é a abcissa do ponto da superfície da água do rio que dista
dois metros do ponto P.   
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4.2. Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.º Processo

f ’(x) = (9 – 2,5(e1 – 0,2x + e0,2x – 1))’ =

= –2,5(–0,2e1 – 0,2x + 0,2e0,2x – 1) =

= 0,5(e1 – 0,2x – e0,2x – 1)

f ’(x) = 0 ⇔ 0,5(e1 – 0,2x – e0,2x – 1) = 0 

⇔ e1 – 0,2x – e0,2x – 1 = 0   

⇔ e1 – 0,2x = e0,2x – 1

⇔ 1 – 0,2x = 0,2x – 1 

⇔ 2 = 0,4x

⇔ x = 5    

A função f tem um máximo absoluto para x = 5:

f(5) = 9 – 2,5(i0 + i0) = 9 – 5 = 4

Como f(5) < 6, então o barco não pode passar por baixo da ponte.

2.º Processo

f (x) ≥ 6 ⇔ 9 – 2,5(e1 – 0,2x + e0,2x – 1) ≥ 9

⇔ –2,5(e1 – 0,2x + e0,2x – 1) ≥ –3         

⇔ e1 – 0,2x + e0,2x – 1 ≤ 

⇔ e1 – 0,2x + e0,2x – 1 – ≤ 0 

Consideremos a mudança de variável e1 – 0,2x = y:

+ – ≤ 0 ⇔ ≤ 0 

⇔ 5y2 – 6y + 5 ≤ 0 ,      pois 5y > 0

Logo, f(x) ≥ 6 é uma inequação impossível.

Assim, o barco não pode passar por baixo da ponte.

3
2,5

6
5

y
(¥5y)

1
y

(¥5)

6
5

(¥y)

5y2 + 5 – 6y
5y

1442443

Variação de f

Sinal de f ’

x

min.Máx.

–0

¢£

–+

min.

+

750
h
i
j

h
i
j

1
e

Cálculo auxiliar:

f ’(0) = 0,5  e –        > 0

f ’(7) = 0,5(e–0,4 – e0,4) < 0

condição impossível em R, pois o gráfico da função quadrática
associada é uma parábola com a concavidade voltada para
cima que não interseta Ox.

Cálculo auxiliar:

5y2 – 6y + 5 = 0

⇔ y =
1442443

6 ± √∫3∫6∫ ∫–∫ ∫4∫(∫5∫)∫(∫5∫)
10

condição impossível em R

+
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5. 5.1. g é contínua em x = 1 se e só se g(x) = g(x) = g(1).

• g(x) = =

= =

= (1 + x) ¥ =

= 2 ¥

Consideremos a mudança de variável x – 1 = y. Como xÆ 1–, então yÆ 0–.

= 2 ¥ = 2 ¥ = 

= 2 ¥ = 2 ¥ = 2

• g(x) = 3 + = 3 – 

Consideremos a mudança de variável x – 1 = y. Como xÆ 1+, então yÆ 0+.

= 3 – = 3 – 1 = 2   

• g(1) = 2

Logo, g é contínua em x = 1.

5.2. Em ]4, 5[:

g(x) = 3 ⇔ 3 + = 3    

⇔ = 0  

⇔ sen(x – 1) = 0  ∧ 1 – x ≠ 0

⇔ sen(x – 1) = 0

⇔ x – 1 = kp, k ∈Z

⇔ x = 1 + kp, k ∈Z

k = 0 Æ x = 1   e   1 ∉]4, 5[

k = 1 Æ x = 1 + p e   1 + p∈]4, 5[

k = 2 Æ x = 1 + 2p e   1 + 2p∉]4, 5[

Logo, C.S. = {1 + p}

lim
xÆ 1+

lim
xÆ 1

–

1 – x2

1 – ex – 1lim
xÆ 1

–
lim

xÆ 1
–

(1 + x)(1 – x)
1 – ex – 1lim

xÆ 1
–

1 – x
1 – ex – 1lim

xÆ 1
–

lim
xÆ 1

–

x – 1 
ex – 1 – 1

lim
xÆ 1

–

1
ey – 1

y

lim
yÆ 0

–

y
ey – 1

lim
yÆ 0

–

1
1

1

lim
yÆ 0

–

ey – 1
y

14243
limite notável

sen(x – 1)
x – 1

lim
xÆ 1+

h
i
j

sen(x – 1)
1 – x

h
i
j

lim
xÆ 1+

lim
xÆ 1+

sen y
ylim

yÆ 0
+

14243
limite notável

sen(x – 1)
1 – x

sen(x – 1)
1 – x

123
condição universal em ]4, 5[
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5.3. • Determinar a abcissa do ponto A (com x < 0).

Em x < 0:

= 0 ⇔ 1 – x2 = 0  ∧ 1 – ex – 1 ≠ 0       

⇔ x2 = 1 ∧ ex – 1 ≠ 1

⇔ (x = 1 ∨ x = –1) ∧ x ≠ 1

⇔ x = –1

Logo, a abcissa do ponto A é igual a –1.

• Equacionar o problema.

Seja x a abcissa do ponto P. Por P ser um ponto de gráfico de f sabemos que as suas coorde-
nadas são do tipo P(x, f(x)). Como P tem abcissa e ordenada negativas, então sabemos que 
x < –1 e que g(x) < 0.

Pretendemos determinar x < –1 tal que:

A[OAP] = 5 ⇔ = 5         

⇔ = 5  

⇔ = 5  

⇔ = 5  

Recorrendo à calculadora gráfica, obtemos:

y1 = , x < –1                                                                          

y2 = 5

Logo, I(–3,3; 5).

A abcissa do ponto P é aproximadamente –3,3. 

6. Este item pode ser resolvido por, pelo menos, quatro processos.

1.º Processo

Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao gráfico de f, então tem como coordenadas P(a, f(a)).
Seja r a reta tangente ao gráfico de f em P.

mr = f ’(a) e r é definida por y = f ’(a)x + b.

Como o ponto P(a, f(a)) pertence à reta r, vem que:

f(a) = f ’(a) ¥ a + b ⇔ f(a) – f ’(a) ¥ a = b

Logo, r : y = f ’(a)x + f(a) – af ’(a).

1 – x2

1 – ex – 1

O–A ¥ |ordenada de P|
2

|–1| ¥ (–g(x))
2

x2 – 1
1 – ex – 1

2

1 ¥

x2 – 1
2(1 – ex – 1)

y1

y2

O

I

–1

5

–3,3

y

x

x2 – 1
2(1 – ex – 1)
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Determinemos as coordenadas do ponto Q, ponto de interseção da reta r com o eixo Ox.   

0 = f ’(a)x + f(a) – af ’(a) ⇔ af ’(a) – f(a) = f ’(a)x

⇔ a – = x

Assim, Q a – , 0 .

Tem-se que O–P = √∫a∫2 ∫ ∫+∫ ∫(∫f∫(∫a∫)∫)2 e P–Q = √ ∫ 2 ∫+ (f(a))2.

E, atendendo a que O–P = P–Q vem que:

√∫a∫2 ∫ ∫+∫ ∫(∫f∫(∫a∫)∫)2 = √ ∫ 2 ∫+ (f(a))2 ⇔ a2 + (f(a))2 = 
2

+ (f(a))2

⇔ a2 = 
2

⇔ a = ∨ a = – 

Como a > 0, f(a) > 0 e f ’(a) < 0, então a = – , isto é, f ’(a) = – ⇔ f ’(a) + = 0.    

2.º Processo

Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao gráfico de f, então tem como coordenadas P(a, f(a)).

Seja r a reta tangente ao gráfico de f em P.

mr = f ’(a) e r é definida por y = f ’(a)x + b

Como o ponto P(a, f(a)) pertence à reta r, vem que:

f(a) = f ’(a) ¥ a + b ⇔ f(a) – f ’(a) ¥ a = b

Logo, r : y = f ’(a)x + f(a) – af ’(a).

Determinemos as coordenadas do ponto Q, ponto de interseção da reta r com o eixo Ox.

0 = f ’(a)x + f(a) – af ’(a) ⇔ af ’(a) – f(a) = f ’(a)x

⇔ a – = x

Assim, Q a – , 0 .

Por outro lado, como O–P = P–Q, concluímos que o triângulo [OPQ] é isósceles. Logo, O–Q = 2a.

Logo, a – = 2a ⇔ – = a

⇔ – = f ’(a)         

⇔ 0 = f ’(a) + 
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3.º Processo

Sejam a a amplitude do ângulo POQ e b a inclinação da reta r, reta tangente ao gráfico de f em a.

Sabemos que tg b = mr = f ’(a) e tg a = .

Como b = p – a, então tg b = tg(p – a) = – tg a, ou seja, f ’(a) = – , isto é, f ’(a) + = 0.    

4.º Processo

Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao gráfico de f então tem como coordenadas P(a, f(a)).

Atendendo a que O–P = P–Q, concluímos que o triângulo [OPQ] é isósceles. Logo, O–Q = 2a.    

Como Q é o ponto de interseção da reta r como o eixo Ox, então Q(2a, 0).

O declive da reta PQ é igual a = – .

Por outro lado, e atendendo a que PQ é a reta tangente ao gráfico de f em x = a, o seu declive é
igual a f ’(a).

Donde se conclui que f ’(a) = – ⇔ f ’(a) + = 0. 

f(a)
a

f(a)
a

f(a)
a

f(a)
a

0 – f(a)
2a – a

f(a)
a

f(a)
a
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