Proposta de resolucao do Exame Nacional de Matematica A - 2017 (12 fase)

GRUPO | (Versao 1)

1. Pretende-se determinar quantos nimeros naturais de quatro algarismos, multiplos de 5, se podem
formar com os algarismos de 1 a 9.

Nestas condicOes, sé existe uma possibilidade para o ultimo algarismo: ser igual a 5. E existem nove
possibilidades para cada um dos trés primeiros algarismos.

5

IX9Xx9%x1=729
Logo, existem 729 numeros nas condicdes pedidas.

Opcao (A)

2. Consideremos os acontecimentos:

V:“ter olhos verdes” M:“ser do sexo masculino”
Sabe-se que:

1
PVAM)=—
Vam) 10

1 . , PVAM) 1 1 1 2
P\V|M)=—, —— =& —=—PM PM) ==
eP(V|M)=—-,istoé 0 7S 70" 2 PM & PIM) =~

Logo, como a turma tem 20 alunos, o nimero de rapazes da turma é dado por % x20=8.

Opcao (B)

3. Por observacao do gréfico da figura sabemos que o grafico de f tem concavidade voltada para
baixo em ]-eo, 0[ e tem concavidade voltada para cima em ]0, +<[. Entdo, vem que:

f"(1)>0,f"(2)>0,f"(-2)<0ef"(-1)<0

Logo, f"(1) + f"(2) > 0 por se tratar da soma de dois niUmeros reais positivos.
f"(=2) + f"(-1) < 0 por se tratar da soma de dois nimeros reais negativos.
f"(=1) x f"(=2) > 0 por se tratar do produto de dois nimeros reais negativos.
f"(1) x f"(2) > 0 por se tratar do produto de dois nimeros reais positivos.

Assim, a Unica afirmacao verdadeira é f"(1) x f"(2) > 0.

Opcao (D)
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4. Como a reta de equacao y = —x é assintota obliqua ao grafico de f e ao gréfico de g quando x — +oo
(pois Dr=IR* e Dy = IR*), concluimos que:

f(x)

lim —=-1¢e lim flx)=-o
x40 X X = +oo
lim M=—1 e lim gx)=-e
x> 4o X X > +oo

Entao, tem-se que:

lim X960 _ iy [@xg(x)j=

X = +oo X X = +oo

= lim —=

x— 40 X X —> oo
Opcao (A)

5. Consideremos a funcao g definida por g(x) = tg x de dominio IR\{x: x= % +km, ke Z} e arespetiva
representacao grafica.

E n
| tg| o |=1
E 9[4
E_E 37
4 . t9[7j=‘1
i om m
2 20 /1

Seja gy a restricdo de g ao conjunto |- % , %[ Entdo, o contradominio de g éigualal-1, 1[.

3t 3:m

Seja g, a restricao de g ao conjunto T T[ Entao, o contradominio de g, é igual a ]-1, +oo[.

Seja g3 a restricao de g ao conjunto % , %Tn[ Entdo, o contradominio de g3 é igual a ]-eo, —1[.

Seja g4 a restricao de g ao conjunto %t , 3775[ Entao, o contradominio de g4 é igual a ]1, +ool.
. 3t 3w .
Logo, dos conjuntos apresentados apenas 2 pode ser o conjunto A.

Opgao (B)
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6. Seja r uma reta de inclinagao o. Entao, o seu declive é igual a tg o.

1 1 1
Sabe-se que cos oo = - —, logo, atendendo a que 1 + tg20. = vemque 1 +tg200=——
20y — | 20y — 20y — — V5
< 1+1tg oc—T<:>1+tg a=5otga=4<tgo==2
5

Sabe-se, também, que a inclinagao de uma reta é um valor entre O rad e wrad e, atendendo a que
cos a. < 0, concluimos que o € }% , n{. Logo, tg o0 = -2 pois o € 2° Q.
Assim, a Unica equacao que pode ser equacao reduzida daretaréy=-2x.

Opgao (C)

7. No plano complexo, a condigéo%Tn <arg(z) < % A Im(z) = -1 define o tridangulo representado na

figura abaixo.

R 4

N |
N iy
s
J
1>_/_. -
.
.
.
.
]
=

Atriangulo = b >2< h
Atriangulo = % =1
Opcao (D)
8. Como uy; =-1,uUy =1e up3=-1, entdo (u,) ndo é monadtona.
Averiguemos se (u,) é limitada:
csen<20 1<u,<20
= -1<u,<20,VnelN
+sen>20 -1<u,<1
Logo, (u,) é limitada.
Opgao (C)
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GRUPO Il

1 o 1=30M _1-33 _1-3(0) _1+3i _ (14+3)(1-) _1+31=i-32 _ 14+3i-i+3 _4+2i
B T+i T+i T+i  (1+)(1-)) 1-12 2 2
=2+

2= -3k cis%‘] = — 3k(~i) = 3ki

19 Processo

Sejam A e B as imagens geométricas de z; e z,, respetivamente. Assim, A(2, 1) e B(0, 3k).
Entao,
AB=/5c(2-012+(1-3k2=5

& (2-02+(1-3k2=5

<4+ (1-3k2=5

& (1-3k)2=1

1-3k=1v 1-3k=-1
2
k=0v k==
& Vv 3

Como k elRt, entdo k = % .

29 Processo

A distancia entre aimagem geométrica de z; e aimagem geométrica de z, é igual a |z; — z;|. Assim,
|21 - 22| = 5 < [2+i - 3ki| = |5

SR+01-3ki=45

P2+ (1-3K2= J5

<22+ (1-3k2=5

<4+ (1-3k2=5

& (1-3k2=1

< 1-3k=1v 1-3k=-1

2
k= k=2
& 0v 3

Como k elRt, entdo k = % .

2. 2.1. Verifica-se que T(0, 0, 3) e, como T’ é o simétrico de T relativamente a origem do referencial,
entao T'(0, 0, -3).

Assim, a superficie esférica de diametro [T T'] tem como centro a origem do referencial e raio
iguala OT =3.

Logo, x2 + )2 + z2 =9 é uma equacao da superficie esférica pedida.
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2.2. 1° Processo

Sabe-se que os vetores UP e RS tém sentidos opostos. Logo, W’\EE 180°.

UP RS = || UP|| x || RS || x cos(UP RS} =3 x 3 cos(180°) =
=3x3x%x(-1)=-9

29 Processo

Sabe-se que UP=TO=(0,0,-3)eRS=0T=(0,0,3).

UP-RS=(0,0,-3)-(0,0,3)=-9

2.3. Sabe-se que T(0, 0, 3) e, como Q pertence ao eixo Oy, entao é do tipo Q(0, b, 0), com b €R.
Dado que Q pertence ao plano PQV definido porx + y=2,entdao 0+ b=2 < b=2.
Donde se conclui que Q(0, 2, 0).

Tem-se que TQ=Q-T=(0,2,0) - (0,0, 3) = (0, 2, -3).

Logo,x=0 A A é uma condicao cartesiana que define a reta TQ.

2 -3

2.4. 1° Processo
O numero de casos possiveis é 8Cs.

O numero de casos favoraveis é 6 x 4C3, pois existem seis planos perpendiculares a xOy (os
quatro planos que contém as faces laterais do prisma e os planos TVQ e USR) e cada um destes
seis planos contém quatro vértices do prisma.

4
Logo, a probabilidade pedida é 6X7G _ i.
8C; 7

29 Processo
O numero de casos possiveis é 8A;.

O numero de casos favoraveis é 6 x 4As.
6x%A; _ 3
8A3 7

Logo, a probabilidade pedida é

3. P(A U B) representa a probabilidade de, ao retirar uma bola do saco, sair uma bola com um nimero
maior do que seis ou sair uma bola com um ndimero par.

A expressao pedida pode ser obtida pelos seguintes processos.

12 Processo
Tem-se que P(A U B) = 1 - P(A N B).
P(A N B) representa a probabilidade de, ao retirar uma bola do saco, sair uma bola com um nimero

inferior ou igual a seis e impar.
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Logo, PLANB) = % )

Donde se concluique PAUB) =1-—=

29 Processo

Tem-se que P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

n_3 n_3
ComoPA) ="=% pB)=t ePAAB =2 entioPAuB="-0,1_2
n 2 n n 2 n
:n_ +%-%+i
n n
_ n-3
n

32 Processo

O numero de casos favoraveis ao acontecimento A U B:“o nimero da bola retirada é superior a 6
ou o numero da bola retirada é par”é igual a n — 3, pois apenas existem trés bolas numeradas com
numero impar inferior ou igual a 6: as bolas numeradas com 1,3 e 5.

O numero de casos possiveis é igual a n.

Logo, P(A U B) = n;3 .

4. 4.1. J(f(0))2 + x2 = 2 < (f(0))2 + x2 = 4, pois (f(0))2+ x2 >0,V x [0, 7.

&9-25(+eM)2+x2=4

2
@[9—2,5 (e+%}] +x2=4

eeza-(s-25[er 1)
crmsya-(5-25(es 1))

2
Comox >0, entéox=\/4— (9—2,5 [e+%D

Tem-sequex=1,5

Note-se que P(0, f(0)) e S(x, 0). Entdo, y(f(0))2 + x2 = 2 < J(f(0)) —0)2 + (0 —x)2=2 <> PS =2

Logo, na seccéo representada, 1,5 é a abcissa do ponto da superficie da 4gua do rio que dista
dois metros do ponto P.
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4.2, Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

19 Processo
f'(x) = (9-2,5(e" ~02x 4 g0.2x-1))" =
=-2,5(-0,2e1 - 02x 4 0,2¢02x-1) =
=0,5(¢! - 02¢ - e02¢-1)
f(x) = 0 <> 0,5(e! ~02x — g02x-1) = 0
e e1-02x _ g02x-1 =
& el -02x = p02x-1

< 1-02x=0,2x-1

< 2=04x
Sx=5
X 0 5
Sinal de f’ + + 0 -

Variacaode f | min. / Max. \ min.

A funcao f tem um maximo absoluto para x = 5:
f(5)=9-25(+°=9-5=4

Calculo auxiliar:
£(0) = 0,5( - %] >0

f'(7)=0,5(e%% - % <0

Como f(5) < 6, entdo o barco ndo pode passar por baixo da ponte.

29 Processo
f(xX) =6 < 9-25(1-02 4 025-1) > 9

& -2,5(e 02 4 e02x-1) > -3

s e -02v 4 g02v-1 <

s 1 -02v 4 g02v-1 —%SO

Consideremos a mudanca de variavel e! ~02x = y:
245 _
1 % <0 5y+5—56y <0
(x5y)  (x3) (%) 4
< 5y2-6y+5<0 , pois5y>0

| S —

condicao impossivel em IR, pois o gréfico da funcdo quadratica
associada é uma parabola com a concavidade voltada para
cima que ndo interseta Ox.

Logo, f(x) = 6 é uma inequacao impossivel.

Assim, o barco nao pode passar por baixo da ponte.
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Calculo auxiliar:

52-6y+5=0
_ 6+36-4(5)5) \\J,/
= 10 =
| —

condicdo impossivel em IR




5.5.1. gécontinuaemx=1seesése lim gx)= lim g(x)=g(1).

x—1 x—1"
. . 1 -x2
e lim = lim =
x—)lig(X) x—>r1—e"‘1
— lim (1+x)(1 —x)=
x—=1 1—€x_1
= lim (1 +x)x lim 1_x1:
x—1 r>1 1—-eX-

. -1
=2x lim ———
x—)1_ex_1—1

Consideremos a mudanca de variavel x— 1 =y.Comox — 17, entaoy —> 0.

=2x lim %:u lim — =

y—0 € — y—0 e -1
Yy
2 1 Ix1 =2
= X— = X —=
lim &= 1
y—>0 Y
| S ——
limite notavel

o lim g(x): lim (34-%}:3_ lim sen(x—-1)

x—1* x—1* 1-x x—1* x-1

Consideremos a mudanca de variavel x - 1 =y. Comox — 1%, entdo y — 0*.

. sen
=3- lim Y
y—0" Y
%—I
limite notavel

=3-1=2

«g(1)=2

Logo, g é continuaem x = 1.

5.2. Em 14, 5[:
g(x)=3<:>3+wz3
1-x
sen(x—1)=0
1-x

Ssen(x-1)=0A 1T-x%0

condicéo universal em 14, 51
<sen(x-1)=0
Sx-1=kmn ke”Z
ox=1+kn, ke”Z
k=0—->x=1 e 1¢14,5]
k=1T->x=1+m e 1T+mel4, 5]
k=2—>x=14+2n e 1+2n¢l4,5[

Logo, CS.={1 +m}
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5.3. « Determinar a abcissa do ponto A (com x < 0).

Emx<O0:

W—O@-I—X =0A1-¢ #0

ox2=1Aer 11
Sk=1Tvx=-1) Ax=#1
Sx=-1
Logo, a abcissa do ponto A é igual a -1.
« Equacionar o problema.

Seja x a abcissa do ponto P. Por P ser um ponto de grafico de f sabemos que as suas coorde-
nadas sao do tipo P(x, f(x)). Como P tem abcissa e ordenada negativas, entao sabemos que
x<-Tequegkx)<O.

Pretendemos determinar x < -1 tal que:

OAxordenadadeP| _ .
2

o 11X gt

Ajoap =5 <

1% x2 -1
—ox—1
& 1-¢ =5
2
x2-1
S —————=5
2(1 —ex-1)

Recorrendo a calculadora grafica, obtemos:

y1=2(1x:x1_1),x<_1 4l

y2=5 ¥ 5 ¥
Logo, I(-3,3; 5). ‘
A abcissa do ponto P é aproximadamente -3,3. 33 -1 |0 x

6. Este item pode ser resolvido por, pelo menos, quatro processos.
1¢ Processo

Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao gréfico de f, entao tem como coordenadas P(a, f(a)).
Seja r a reta tangente ao grafico de fem P.

m, = f'(a) e r é definida por y =f'(a)x + b.
Como o ponto P(ag, f(a)) pertence a reta r, vem que:
fla)=f'(a)xa+b<fla)-f(a)xa=b

Logo, r:y =f'(a)x + fla) — af'(a).
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Determinemos as coordenadas do ponto Q, ponto de intersecao da reta r com o eixo Ox.

0 =f'(a)x + fla) - af'(a) < af'(a) - fla) = f'(a)x

@G_M:

f'(a)
. fla)
ASSlm, Q(a - m, Oj

T 0P = 22 1 (Fla))2 e PO = fla) }? 2
em-se que OP = Ja? + (fla))2 e PQ = @ + (fla))2.

E, atendendo a que OP = PQ vem que:

J2+ fa)? = \/ [f @ Jz T (f@)? > a? + (fla))? = [@]2 + (fa)?

f'(a) f'(a)

f'(a)
_flag , ___fla)
@a_f’(a) v a= (@)
Comoa>0,fla)>0ef'(a)<0,entdoa=- M, isto &, f'(a) =- fla) < f'(a) + fla) =0.
f'(a) a a

29 Processo

Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao gréfico de f, entdo tem como coordenadas P(a, f(a)).
Seja r a reta tangente ao grafico de fem P.

m,=f'(a) e r é definida pory =f'(a)x+ b

Como o ponto P(a, f(a)) pertence a reta r, vem que:

fla)=f(a) xa+bsfla)-f(a)xa=b

Logo, r:y =f'(a)x + fla) — af'(a).

Determinemos as coordenadas do ponto Q, ponto de intersecao da reta r com o eixo Ox.

0=f'(a)x + fla) - af' (a) < af'(a) - fla) = f'(a)x
fla) _

f'(a)

f'(a)’

Por outro lado, como OP = PQ, concluimos que o tridangulo [OPQ] é isésceles. Logo, OQ = 2a.

Assim, Q[a - M OJ.

fla) _ _fla) _
Logo,a—m—20<:> fla) =
oA _ e
a
(:>O:f’(01)+M
a
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32 Processo

Sejam o, a amplitude do angulo POQ e B a inclinacao da reta r, reta tangente ao grafico de fem a.

SabemosquetgB=m,=f(a)etgo= @ .

Como B =m-q,entdo tg f=tg(r - o) =-tg o, ou seja, f'(a) = - % ,isto &, f'(a) + % =0.

4° Processo
Como o ponto P, de abcissa a, pertence ao grafico de f entdo tem como coordenadas P(a, f(a)).
Atendendo a que OP = PQ, concluimos que o triangulo [OPQ] é isésceles. Logo, OQ = 2a.

Como Q é o ponto de intersecdo da reta r como o eixo Ox, entdo Q(2a, 0).

O declive dareta PQ éigual a O0-fla) __ @,

2a-a a
Por outro lado, e atendendo a que PQ é a reta tangente ao grafico de f em x = a, o seu declive é
igual a f'(a).

Donde se conclui que f'(a) = - % =
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